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Démonstration

de I'impossibilité de la résolution générale des équations du
" ' cinquiéme degré.

et oo,

Les géométres se sont beaucoup occupés de la résolution générale
des équations algébriques, et plusieurs d'entre . eux ont cherché i en
prouver l'impossibilité ; mais si je ne me trompe pas, on n’a pas y
reussi jusqu'a présent. Jose donc esperer que les géométres veulent
recevoir avec bienveillance ce mémoire qui a pour but de remplir cet-
te lacune dans la théorie des équations algébriques.
Soit . .

yi—ayt+by?—cyt +d—e=o
Péquation générale du cinquiéme dégré et supposons qu'elle est ré-
soluble algébriquement c'est-&~dire qu'on peut exprimer y par une
fonction des quantités a b ¢ d et e, formée par des radicaux. Il est

clair qu'on peut dans ce cas mettre y sous cette forme:
L 2 Lot
=p+p, Rotp, R+ ...+ ppayRm
m étant un nombre premier et R p p, p, etc. des fonctions de la
méme forme que y, et ainsi de suite jusqu’ & ce qu'on parviendra i des
fonctions rationnelles des quantités @ & ¢ d et e. On peut aussi sup-

1
poser qu’il est impossible d’exprimer R™ par une fonction rationnelle

. N R . .
des quantités @ b etc. p p, p, etc., et en mettant pmau lieu de R il
b

est clair qu'on peut faire p,==s, On aura donc:
m-~IX

prstit
m

. 2 2
y=p+Ro+p, RO ... p;.R
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En substituant cette valeur de y dans I'équation proposée on obtien-
dra en reduaisant un résultat de cette forme

2 —
P=—g+g, R™ +¢q, RT'%+ ceen +qm_,RT?ﬁ! =0
g ¢, g, etc. étant des fonctions rationnclles et entiéres des quantités
abecdepp, etc.cet R Pour que cette équation puisse avoir lieu il
faut que ¢g==0 ¢,==0 ¢,==0 €tC. gm==0
En effet en désignant RT:\" par z on aura les deux équations
g"—R=—o et g+g, 2+ .... + gmaz™ =0
Si maintenant les quantités ¢ ¢, etc, ne sont pas égales & zéro
ces équations ont nécessairement une on plusieurs racines communcs.
Soit k le nombre de ces racines on sait qu'on peut trouver une équa-
tion du dégré k qui a pour racines les £ racines mentionnées et dans
laquelle touts les cocfficiens sont des fonctions rationnelles de R ¢ ¢,
et gm— '
Soit
rdrioztr, 2?4 .0 F o 2k=0
cette équation. Elle a ces racines communes avec I'équation z™-R=o;

or toutes les racines de cette équation sont de la forme LRI dé-

signant une des racines de I'équation a'ﬁ—-::o. On aura donc en
substituant les équations suivantes
r4+ryzdr, 2zt 4. reozk=o
r4+ar,z4a*r, z* 4+ et akrg . zk=—0o
r4oxar, zdaiar, 2+ ..o af iz ==0

De ces k équations on peut toujours tirer la valeur de z exprimée
par une fonction rationnelle des quantités » r, r, etc. r,, et comme
ces quantités sont elles-mémes des fonctions rationnelles de ¢ b c d e
R ..p p, etc, il en suit que z est aussi une fonction rationnelle de
«ces derniéres quantités ; mais cela est contre I'hypothése; Il faut donc que
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g==o0 q,==0 etc. gm—y==0
Si maintenant ces équations ont lieu, il est clair que I'équation propo-
sée est sansfaxte par toutes les valeurs qu'on obtiendra pour y en don-
nant 3 R"‘ toutes les valeurs

R"?, oeRm, m, o? R%,ﬁR'r!n',e‘tc. o™t Rﬁg
.« étant une racine de I'équation

™! fa™ 2 fatr=0

On voit aussi que toutes ces valeurs de y sont différentes; car dans le
cas contraire on aurait une équation de la méme forme que I'équation
P=o, et une telle équation conduit comme on vient de voir & un ré-
sultat qui ne peut pasavoir lieu. Le nombre m ne peut donc surpas-
ser 5. En désignant doncpar y, y, 5 Js €y, les racines de I'équa-

tion proposée on aura:
m-—1

A 2. —
Yi=p+R™ +p,Rm+.... + Ppma R m
1 2, g
Ya .-::p-]-aRm-i—a’p Rm 4 Fa™pp R ™

m-—I

Ym=p+ o™ Rm+am-zp _Rm+ AFa. Pma - R “m
De ces équations on txrera sans peine:

=TI +.. +.}’m)
RE=2(y, +«™ "y, + .. +aym)

P Rm‘ =—E(J’, +am—2.}’¢ + ..+ “U'm)

m—I
PoaR ™ =0 (y, +ay,+ ... + e yy)
On voit par 1d que p p, etc. pn_, R et R sont des fonctions ration-
nelles des racines de I'équation proposée.
Considerons maintenant une quelconque de ces quantités, par ex-
emple R. Soit



6
A 3 ne-1
R=S4tv™ 48,0 + ...+ Sy n
En traitant cette quantité de la méme maniére que y on obtien.

X
dra un pareil résultat savoir que les quantités v»,v,8, etc. sont des
fonctions rationnelles des différentes valeurs de la fonction R; et com-

me celles-ci sont des fonctions rationnelles de y, y, etc, les fonctions
vev 8 §, etc. le sont de méme. En poursuivant ce raisonnement
on conclura que toutes les fonctions irrationnelles contenues dans Iex-
pression de y sont des fonctions rationnelles des racines de I'équation
proposée. Cela posé, il nest pas difficile d’achever la démonstration.
Considerons d’'abord les fonctions irrationnelles de la forme
R ;

R étant une fonction rationnelle de a ¢ d et e Soit R™ =r, r est une
fonction rationnelle de y, y, ¥; ¥, et ¥, et R une fonction symetr-
que de ces quantités, Maintenant comme il s’agit de la resolution de
Péquation générale du cinquiéme dégré il est clair qu'on peut conside-
TET ¥, Y. Vs Y4 €t Y5 comme des variables independantes; I'équation
R’.ﬁ‘:r doit donc avoir lieu dans cette supposition; On peut donc
aussi changer les quantités y;, y, »; ¥, et ¥, entre elles dans I'équa-

tion Ri—::r; or par ce changement R obtient nécessairement m va-
leurs différentes en remarquant que R est nne fonction symetrique; La
fonction r doit donc avoir la propriété qu'elle obtient m valeurs dif.
férentes en changeant entre elles de toutes les maniéres possibles les
cing varisbles quclle contient. Or pour cela il faut que m=5 ou m=s
en remarquant que m est un nombre premier. (Voyez un mémoire de
wI. Cauchy inséré dans le Journal de I'école polytechnique XVII¢ Cahier)
Soit d’abord m==5; La fonction » a donc cinq valeurs differentes, et
peut par consequent étre mise sous cette forme:

Ri=r=p+p,y, +pP:yi+psyi+tp,s?!
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P Py Pa++.. étant des fonctions symetriques de y, y, etc.
Cette équation donne en changeant y, en y,

P+pyy Py tpsys tpayt=

eptep,yatap,y.topsystap,yt

ol a?+oad4a®+atsr=—0
mais cette équation ne peut pas avoir lieu; le nombre m doit par con.
sequent étre égal & deux. Soit donc '

Ri=pr
r-doit avoir deux valeurs différentes et de signe contraire ; on aura donc
(Voyez le mémoire de M. Cauchy)
Ri==r=v.(¥y~s) (V1=¥s) oo e (Fa=W35) oo (¥ o= s )=0.5%
v étant une fonction symetrique,

Considerons maintenant les fonctions irrationelles de la forme

A -1 1
(P+P|R~7+pzk'#+ cee )F
P Py P. ©tc. R R, etc, étant des fonctions rationnelles de a b ¢ d et e
et par consequent des fonctions symetriques de y, ¥, ¥; ¥, et P
Comme on a vu on doit avoir y==u==etc.==3 R=v*.8 R, =vi§ eic,
La fonction précédente peut donc étre mise sons la forme
(P+Px&l‘)';:;
Soit
re=(@+p, 8w
ry=(p—p x&)—ﬂ‘%
on aura en multipliant
rry=(p*—p :S)T"‘.
Si maintenant rr, n’est pas une fonction symetrique le nombre m dojt
étre egal & deux; mais dans ce cas r aura quatre valeurs différentes
ce qui est impossible; il faut donc que rr, soit une fonction symetri-
que, Soit cette fonction=v on aura
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rry=(p+p, 8w + v (p+p,8%) —m=z
Cette fonction a m valeurs différentes, il faut donc que m==5 en re-
marquant que rm est un nombre premier. On aura par consequent
=044, 344, +¢5 7 °+¢., 7 *=(p+p, S+ v (p+p, St)—}
g 9, g, etc. étant des fonctions symetriques de y, y, y5 etc. et par
consequent des fonctions rationnelles de @ b ¢ d et . En combinant
cette équation avec I'équation proposée, on en tirera la valeur dey ex-

primée par une fonction rationnellede z a b ¢ d et ¢; Or une telle fonc-
tion est toujours réductible a la forme

y=P+Ri+4+P,Ri+P,Ri+P Rt
on PR P, P; et P, sont des fonctions de la forme p+p, 8, p p, et § étant
des fonctions rationnelles de @ b ¢ d et e. De cette valeur de y on tire
Ri==} (y,taly,+adys+aty, +ay) = (p+p, S5

ou at +adta? 4 g4 r=—0
Or le premier membre a 120 valeurs différentes et le second membre
seulement 10; par consequent y ne peut avoir la forme que nous vé-
nons de trouver; mais nous avons demontré que y doit nécessairement
avoir cette forme si I'équation proposée est resoluble, nous concluons
donc:

"Il est impossible de resoudre par des radicaux I'équation généra-
le du cinquiéme dégré.”

Il suit immediatement de ce théoréme qu'il est de méme impossi-

ble de resondre par des radicaux les équations générales des dégrés
supérieurs au cinquiéme.

Fin,



