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RECHERCHE DE LA QUANTITE QUI SATISFAIT A LA FOIS A DEUX
EQUATIONS ALGEBRIQUES DONNEES.

Annales de Mathématiques pures et appliquées rédigées par M. J. D. Gergonne, t. XVII, Paris 1827,

Lorsqu'une quantité satisfait, & la fois, & deux équations algébriques
données, ces deux équations ont un facteur commun du premier degré. FEn
supposant quelles n'ont pas d’autre factenr commun que celui-lx, on peut
toujours, comme l'on sait, exprimer rationnellement I'inconnue en fonetion
des coefficiens des deux équations. On y parvient d’ordinaire & Paide de
Pélimination; mais je vais faire voir, dans ce qui va suivre, que, dans tous
les cas, on peut caleuler immédiatement la valenr de Pinconnue, on, plus
généralement encore, la valeur d'une fonction rationnelle queleonque de cette
inconnue.

Soient

(1) $Y=Po+PY+ Py + - Py -y =0,
(2) Y=t Y +ay + - ay™ + " =0,
les deux équations proposées, la premidre du m™ et Pautre du 7 degré.

Désignons les n racines de (2) par v, y,, %, ... 7. 1; en les substitn-
ant tour & tour dans (1), on aura les »n fonctions

(3) Py PYry PYay « -« PY, 4.
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Soient

BR=9y-9Ys-PYs + <+« PYus-PYu15
By= @y @Y 9Ys - - - - PYus-PYuss
By= gy @Y PYs - - - - PYu2-PYn1>

....................

(4)

By s= @y QY- PYs -+« PYns-PYn1>
By s = QY @Y PYa v+ - PYus-PYus-

Cela posé, soit fy la fonction rationnelle de y dont on veut déterminer
la valeur, et désignons par #y une autre fonction rationnelle quelconque de y.
On aura I'équation identique

(5) fy.0y.R=fy.0y.R.

Maintenant, ayant ¢y—0, on aura

B =0 B—=00 B0 5o B =10
et, par suite,
"'R"— 112, ‘|_ ’sz_I“ 1,12, + s + teoB,_s + te B, —=1R,

it £, fyy fyy o ooty sy t,, sont des quantités quelconques.

En faisant done d’abord

!: 6”3 f1 = a.’ha f? e 0.?;2 T SR fu—i — 0.?)':1—1 )
et ensuite
t=fy.0y, t=[1,. 00, t.=Jf4:.0ys, ... 1, , =¥ 00,

on obtiendra les deux équations

0y. R—=0y.R-+0y, .R,+ 0y, . Ro~--- 40y, ,.IR, ,,
(6) fy.0y . B=fy.0y . R--fy,.0y, .0+ fy.. 0y . By 4~ - - -
ASYr 0y s By s
par 14, I'équation (5) deviendra _
fy@y . R+0y, . R0y, . B+ - -~ 40y, ,.R, ,)
=0y.fy- B0y, fir By -0y [ B - - 0y i fYur - By s
équation qui, en posant, pour abréger,
0y. R0y, . B0y, . Lo+ - - - + 0y, - B, ,—=Z0y. i,
(7) Sy 0y.B~-fy,.0y,. B~ fy..0y.. R
+SYor Oy R, == fy.0y.R,

f
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deviendra
Jy=0y. R==fy.0y.R,
et de 13

(8) fym ity B,

Maintenant il est clair que le numérateur et le dénominatenr de cette
valeur de f7 sont des fonctions rationnelles et symétriques des racines y,
Yy Yoy Ysy «» « Yo on peut done en vertu des formules connues, les ex-
primer rationnellement par les coefficiens des équations (1) et (2). Il en
est donc de méme de la fonction f7.

La fonction rationnelle @y étant arbitraire, on peut en disposer pour
simplifier P'expression de fy. Pour cela, soit

fr=22
2y
ot Fy et yy sont deux fonctions entidres; on aura, en substitnant,
<Fy.0y.R

FY @

xy  Zoy.R7

si done on suppose fy—= yy, on aura

. Fy ZFy.RB
(9) xy Sxy.R’

et alors le numératenr et le dénominateur de cette fonction seront des fone-
tions entidres des coefficiens des équations proposées.
Si zy=1, on aura, pour une fonction entidre quelconque Fy,
SFy.R
(10) Fy==5%—;
ou bien
'y — @'R+Fy1__'_ﬁx +‘F_‘;}_-2'R‘l+ i) E.’Zp—i'Rﬂ—i_
R+R1+Ri+""‘|’ﬂu—l
Mais on peut encore simplifier beaucoup lexpression de Fy de la manidre
suivante :

Désignons par v’y la dérivée de wy, par rapport & y, et faisons

0y = oy

I'équation (8) donnera
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< FuR

3

R
w'y

(11) Fy="

Cela posé, on peut d'abord exprimer R par une fonction entidre de y. En
effet, si l'on fait
E—9)E—us) - - - G—Yhs) =2" "+ 022" v, 2" - - - +0=0,
on peut transformer I, qui est une fonction entidre et symétrique de y,, 3
| Y1y Yaa
Ysy -« - Yo, en fonction entidre des coefficiens vy, vy, vy - oo Vs

Maintenant, on a

vt 02+ 02" - - - 4, 42" +2") (2 —P)
=@+ azt+ ¢+ - F a2 2t =" (v — )2
+ (UN—S —¥ ?"’N—Z)z“—g + (‘Uﬂ_‘, T vﬂ—?a)zH + R N

Vo 3= 1 1Y
Up 53— Qn-2 +y Uy s,
Vs =Gqus+ Y Vus)

-----------

done

d’ott il suit que v,, vy, ve, ..., . sont des fonctions entitres de y; la
fonction K lest done aussi; elle est done de la forme

(12) R=g¢,+oy+o:y+oy’+ -« + 0.y

ot il est évident que g,, 0, 0s, ... 0, seront des fonctions entidres des
coefficiens des équations (1) et (2).

La fonction R sera d'un degré supérieur & n-—1; mais il est clair
qu'on peut, en vertu de Téquation (2), en éliminer toutes les puissances de
y supérieures A la (n— 1), et de cette manitre mettre [ sous la forme

B=g+oyte:y'+osy*+ - - - + 0™
olt @y 01y Qsy - .- 0,y sont toujours des fonctions entitres de py, pi, ps,

« Pm—iy Qoy Q1s Qoy ¢« Qua-
En multipliant 2 par la fonetion entidtre Fy on aura la fonction Fy. R,
qui est de méme une fonction entitre de y. On peut done la mettre sous
la méme forme que I, ¢'est-A-dire qu'on peut poser

(13) Fy. B=t+tiy+ty '+ 6y’ + - - - g™,
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foy tiy tay o 1,y étant encore des fonctions entidres de Py, Py Pi - - Purs
Joy 1y Gey «+« ua-
Des que I sera déterminé par I'équation (12), il est clair qu'on aura
Bi=o+eantoyit+eyi+ - - +oayi,
By=gte1y:t0:¥3+ 093+ -« - +onayi™,

---------------------------

Ifn—l :90—|_91 yn—l_}_(’syi_l—l_{’ayi_i—'[‘ 1 ‘l_(,n—-—lJ:-_—}
On aura de méme
Fy,. By =t 4ty +byi+6yi+ - -« +tayt™,
Fys-R:: f0+ t1y=_|“r=yz+ tsyg“l" iy +tu—-1.?f:_l:

...........................

Fy, .B, =1, + LYna + (] Y + t3Yms ‘|— o0 + tu—ly‘::i- .

Maintenant je dis qu'on aura

, ln—1
- J__- Qn-—-l
En effet, on a d’abord
_R n—l
e d : o h
Yy Yy _‘_M +wy SEET P Y

done, en substituant les valeurs de R, R, R,, ... R,_,,

= — (L;JJ+1!"y+t!- o A _r.l_)

ch Lhy-"l
Y U

J”"(_w oyt _'"I_"""wn:n)

I1 El Yn—1

L e o e e o

o[y A ).

ff’_],,
Or, ¥y Yiy Yoy ++ - Yur, 6tant les racines de I'équation (2) on a
Wy =y—y) —y) (4 — ) - (,/ Yn-1)s
W= (h—y) Gh—Y2) Gh— 1) - - —Yu1)s

1!"‘%:(_1],-'—?}) (.?/3_3/1) (yx—?fa) (Jz Jn-x):
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'f”.'-’)'n_1: ?)\'n-—)'__y) (.' n—l_'yl)[:,yn—-lﬁ_-yz) wilgd (";ﬂ _1—% _2);
done, d’aprés une formule connue, les coefficiens de @4, @15 055 - - - 00

. Vi s . .
dans Dexpression de X — -, s’évanouiront tous, excepté celui de g, ,, qu

Wy
se réduira & P'unité; on aura done
= —I—I:- == 0Pk
1,5"3 n—1
On prouvera exactement de la méme maniére que
B Ry
T T ey, o
vy

”,
done, en vertn de I'équation (11),
1? T tﬂ--l
J g eﬂ—i y
ou bien, en éerivant ¢ et g, au lien de 7, , et g, ,,
t
(14) fy = o

Soit maintenant /'y une autre fonction entidre de y; en supposant

(15)  Fy.R=ty" "+t 9" +tsy+ - Uy
t'y ' gy t'u gy ...t étant des fonctions entidres des quantités py, p,, ps,

c v Pu13 o3 Gy oy » - - u_q1y ON AUTA

[}

(16) Fy =
d’ol, en comparant (14) a (16),
By _ &
(1) m=i
Ainsi on aura la valenr d’'une fonction rationnelle quelconque ;; par le

développement des deux fonctions
Fy.R et F'y.R.

La formule (17) peut facilement étre traduite en théordme.
Le cas le plus simple est celui ot I'on cherche uniquement la valeur
de y. Alors on a

.?f:?

R:(jyn_l—l_?,yn_s_l— Y= aolpf R.’}:fy"_l—[—t'y"_”—{— g

28
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On peut exprimer ¢ en ¢ et ¢’. En effet en substituant la valeur de
R, il viendra :
By=ey"+ oy~ -+ +;
or, en vertu de I'équation (2), on a

n—2

Y=y — G
done, en substituant

BY=(0"—0der)y" "1~

n—I1

Dans le développement de Ry, le coefficient de y*~' est done

¢ — 0 =1;

done
__ @ —egu ;
. T e
o bien
(18) y=— st o

De cette manidre, on n’a besoin de connaitre que les coefficiens de Y et
y** dans le développement de

B=oy '+ ey "+ “=PU-Ys-PYs -+« PYus

Paris, le 2 novembre 1826




