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Recherche des fonctions de deux quantités wariables indépendentes x et y,
telles que f(x,y), qui ont la propriété que f(z, f(z, y)) est une fonciion
symélrique de z, x, et y.

Si Pon désigne p. ex. les fonctions z 4+ y et ay par f(2,y), on a pour la
premiére f(z, fla, y)) = 2+ fl@, y) = 2+« + y et pour la seconde
f(zfla,y)) ==z. flx,y) = 2xy. La fonction f{z,y)adonc dans I'un et I'autre
cas la propriété remarquable que f(z, f(, )) est une fonction symétrique des
trois variables indépendentes z, # et y. Je vais chercher dans ce mémoire la
forme générale des fonctions, qui jouissent de cette propriété.

L’équation fondamentale est celle-ci:

1. f(z f(a, y)) = une fonction symétrique de z, y et 2.

Une fonction symétrique reste la méme lorsqu'on y échange entre elles
d’'une maniére quelconque les quantités variables dont elle dépend. On a donc
les équations suivantes:

f(f’-—; f(‘r: :'7)) == f(z_: ﬂys x))’
f (G (@, 9) = f(2: [z 9))
2. f(z: f(, 3})) = f('r-' s z))!
(2 @ )= 1y @, 2)),
(2 @, y)) = f(y. [z 2)).
La premiére équation ne peut avoir lieu & moin qu'on n'ait
f@ ) =1 2)
c'est-d-dire f(x, y) doit étre une fonction symétrique de » et y. Par cette
raison les équations (2.) se réduisent aux deux suivantes:
5. (e o) =1 (e 0 9)
f (e, ) =F(y. fz> 2)).
Soit pour abréger flz, y) =7; f(y, 2) =»; f(z; ¥)=¢s; on aura

4. 2, v) = fz; ) = Ry:8)
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En différentiant successivement par rapport a z, y, 2, on aura

ro).(E)=re.-(&
HONE- =f*(r).(~‘f”—)
P ()=re. (%)

Si Pon multiplie ces équations membre par membre et divise les produits par
/). (®).f(s), on obtiendra cette équation

2 (@6 G- G

ou bien - dv) 4 ( ) |
dx)‘ dz) ) )

Si 'on fait z invariable, (d”) ';—") se réduira 4 une fonction de y seule.
5

Soit ¢(y) cette fonction, on aura donc en méme temps ( ) (ds) o rp(x),
car s est la méme fonction de z et x que » de z et y.

Done

6. 9y = ) Pz .

On en tirera, en intégrant, la valem générale de 7»,
r=uy (fgx .dx +Jyy . dy)

w étant une fonction arbitraire. En écrivant pour abréger gz pour Jyadx et
gy pour [yydy, on aura

7.  r=v(pz+gy), ou f(x.y) =1y (¥ + ¢y).
Voila donc la forme, que doit avoir la fonction cherchée. Mais elle ne peut
pas dans toute sa généralite satisfaireé & T equation (4.). En effet I' équation
(5.), qui donne la forme de la fonction f{w,y), est beaucoup plus générale que
I équation (4.), a laquelle elle doit satisfaire. Il s’agit donc des restrictions
auxquelles Iéquation générale est assujettie. '
On a fir)=v (pz+ ¢r).
Or  r=vy(ga+gy), done fiz.7) =1y (pz+ oV (92 + 93))-
Cette expression doit étre symétrique par rapport & z, y et 2. Donc pz 4
w(px + gy) = g + v (py + 92).  Soit gz=0 et gy =10, on aura
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g (92) = g+ g (0) = gz + ¢,
donc en faisant gz —p,
gy (p)=p+ec.
En désignant donc par ¢, la fonction inverse de celle exprimée par ¢ de sorte que
gy, (2) =2,
on trouvera
v (p) =9, (P +0)-
La forme générale de la fonction cherchée f(x,y) sera donc
f@ y) =9, (¢ + 92+ 93),
et cette fonction a en effet la propriété demandée.
On tire de 1a
of(@y) =c+ 92+ 9y
ou en mettant vz — ¢ 4 la place de ga et par conséquent yy —c¢ a la place
de gy et v(f(z,y))— ¢ a la place de ¢ (f(@: ),
Y[l y)=v@) + ().
Cela donne le théoréme suivant:
Lorsqu’ une fonction f(z,y) de deux quantités variables indépendentes x
et y a la propriété que £(z, f(z,y)) est une fonction symétrique de z, y et z,
il y aura toujours une fonction v pour laquelle on a
v (e y) =v @)+ v@).
La fonction f(w, y) étant donnée on trouvera aisément la fonction yz. En effet
on aura en différantiant 1 équation ci-dessus suivant » et suivant y, et faisant
pour abréger flx, y) =r:

d

Y (r) . Ee%) =T,
dr

v - ()=

donc en éliminant v'(r),
d!’ ' N = d". ]
?fg') fiielie= (E) vy

dr
dr
dr) '
dy

Multipliant donc par dx et intégrant, on aura

d’ ou

wt‘r — lpl'y_.



)
dz
1}).1’: == wry . -_-(—f}_ dﬁ’.‘ .
%)
Soit par exemple
r=f(@y)==2y,
il se trouvera donc une fonetion v, pour laquelle
v (@y) =y + vy .
d; d,
Or » = zy, donc _d% =, d;
done Yo = Y'y f % dz — yv'y log (cx),

ou puisque la quantité y est supposée constante,

X,

pr =a log (cz).
Cela donne vy = @ log (cy), v (zy) = « log (cxy):
on doit donc avoir: alog (cxy) = alog (cx) + alog (cy);
ce qui a effectivement lieu pour e —=1.

Par un procédé semblable au précédent on peut aussi trouver des fonctions
de deux quantités variables, qui satisfont & des équations données i trois varia-
bles. Savoir on peut par des différentiations successives par rapport aux dif-
férentes quantités variables trouver des équations, desquelles on peut éliminer
autant de fonctions inconnues qu’on voudra, jusqu’ & ce qu'on est parvenu a une
équation qui ne contient qu'une seule fonction inconnue. Cette équation sera
une équation différentielle partielle & deux variables indépendentes. L’expres-
sion, que donne cette équation, contiendra donc un certain nombre de fonctions
arbitraires d'une seule quantité variable. Lorsque les fonctions inconnues
trouvées de cette maniére seront substituées dans I’ équation donnée, on trou-
vera une équation entre plusieurs fonctions d’'une seule quantité variable. Pour
trouver ces fonctions on doit différentier de nouveau et on parviendra par la a
des équations différentielles ordinaires, desquelles on trouvera les fonctions,
qui ne sont plus arbitraires. De cette maniére on trouvera la forme de toutes
les fonctions inconnues, & moins qu’il ne soit impossible de satisfaire & I équa-
tion donnée.




