IV.

Résolution d’un probleme mécanique.

Soit BDMA une courbe quelconque. La ligne BC soit horizon-
tale et C'A verticale. Supposons quun point mis en mouvement
par I'action de la gravité se meuve sur cette courbe, un point quel-
conque ) étant son point de départ. Soit 7 le temps qui s’ est

écoulé quand le mobile est parvenu a un point donné A, et soit a la hauteur
EA. La quantité = sera donc une certaine fonction de a qui dépendra de la
forme de la courbe. Réciproquement la forme de la courbe dépendra de cette
fonction. Nous allons examiner comment 4 'aide d’une intégrale définie on
peut trouver I'équation’ de la courbe pour laquelle 7 est une fonction continue
donnée de a. '

Soit AM =35, AP ==z, et ¢ le temps que le mobile emploie a parcourir
larc DM.

ds
\/(a-x)'

D’aprés les régles de la mécanique ona — % =V (a-x), done dt =—

1l suit de 13, lorsqu’on prend I'intégrale depuis =« jusqua r=20;

r=—f =+ e

‘ / jdésignant que les limites de I'intégrale sont x=—=« et #=F. Soit maintenant

r=g¢ (@)
la fonction donnée, et on aura

w(a)=f:;;(fi.?),

équation par laquelle s doit étre trouvé en x. Au lieu de cette équation nous
allons considérer cette autre plus générale

« d
»@=f Ga

de laquelle nous chercherons s en a.
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Désignons par I{«) la fonction

1 o—
T 1
Fe)— fo dz (log )
on a comme on sait

1 :
0—144 _ \B—2 __T'(®).T'}®)
‘/;y L= oy =5 5
ou ¢ et [ doivent étre supérieurs a zéro.

Soit 5=—=1—m=, on trouvera
1y*dy __ I'(x).T(1—n)
JOE=0gR S PRI
d’ou I'on tire en faisant z = ay
ex%ldy  TI(a).T(L— w)
, (@a—3)" (o + L —mn)

da

En multipliant par Py

et prenant lintégrale depuis ¢ —0 jusqu’4

¢« — &, on trouvera:

* da w 30-1dz  T(a).T(1 —n) x q%n, da
= Ja—ar =~ Ta+i—mn - J G=a—=

En faisant ¢« — xy, on aura

x q%n, da yrdy 4 D(e—n+1).T(n)
f(d‘-—ﬂ)"" f (7= o +1) »

done

X da a z0-1.= Jik ] i\ I‘(a) oL
Jo e o_(a_z)?_r(n).m n) . ety 2
Or d’aprés une propriété connue de la fonction 75 on «

I'(e 4 1) = el'(e);

.on aura done en substituant:

T da az0-1 , dx x® z
‘/;m W=?.F(n).1(l—?:.).

0
En multipliant par «.q(e).de, et intégrant par rapport a «, on trouve:

) (fo(x) . 09 Vdayds -
f (- ﬂ)“" -/; = {amz)" ; = I'(n). I'(1 —n) fpa. 2" . de.

Soit Jo(a) . 2%de = f(2),
on tire de 14 en différentiant

JSo(@). .27 de =f(2),
done Jo(@). a. 2% de =1 (2);
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par conséquent:

¥ da y °f (3).ds
S o= OE = 1. T1—n). £(2);

o

ou, puisque
... =
R i B sin 2w
1. —_ sinzz = de Rt (E)de i
@) T f (z-a)™ o (a-z)"

A Tl'aide de cette équation il sera facile de tlrer la valeur de s de I'équation

O

sin a1 da
’ (z-a)—’

grale depuis a=0 jusqu'a ¢ =, on aura

sinnr [** oa.da ___ sinam [ f
T ofzzay™ T % o (&= a)"" (a-2)m .r)ﬂ

donc en vertu de I’ équation (1)
sinee % ¢(a) . da
= o {E=ay= -

Qu’on multiplie cette équation par et quon prenne ['inté-

Soit maintenant » = %, on obtiendra
A ids
=

et
1 [/ “o(a).da

o V(z-a) '
Cette équation doune I'are s par l’ ahsclsse x, et par suite la courbe est enti¢-
rement déterminée.

§F = —

Nous allons appliquer I expression trouvée & quelques exemples.
I. Soit

9(0) = eod™ 4 a,aPt - ...+ eua?™ = F(eab),
et la valeur de s sera

=il Sy i)

Si I'on fait =2y, on aura

* abtda d 1 T(p+1).T3)
p.+§ - b PPN T P
VEa) -f V-9 i Ve )

donc
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L) ol @+]) o+

e 5 T

ou puisque I'(})=V'n
i =\ Dleatl) Pl +1) py T(pm+1)
s =1 () to TetD abo o [T 2t 4 re ]
Si 'on suppose p. ex. que m=0, p,=—0, ¢’est-i-dire que la courbe cherchée
soit isochrone, on trouve

s=1 (3 “"% e

or s = 2201/ est I'équation connue de la cycloide.
w

Il.  Soit
pa depuis a=0 jusqu'a ¢ =a,, égal a g,a
ga depuis e =g, jusqua a=uga,, égal a g,a
ga depuis a =@, jusqUda a=a,, égal a g,a
ga depuis @ = @, , jusqU’'a e =a,, €gal & ¢,a,
on aura s
Qqa - da : : )
TS = x=—0, jusqua r—u@a
s f e depuis , jusqu By
L Qo0 - da Yg.a.da Fondl o ; Sl
s L i hadedt uis ¥ = q,, jus g=—=a
& ‘/l v (a- .r) wV(@-2)’ =P 02 JURYEA 3

i f ‘/n(a - ) +‘/.¢- ‘/‘(“ ) +|/;.1/(u 5 depuis x=a,, jusqua x=a,

...................................

o} cpnr: da ' 9,a.da da Quaat . da :p..;:.da
4 Foe—] T 5
1/(6 x) +f v (a - 3‘) + +'/;.._g ‘/(“ x) f-._: \/(8—4‘)
depuis * = @, jusqu’a x=a,,
ou il faut remarquer que les fonctions ¢.@, @, g.a..... pna doivent étre
telles que

Po (@) = P(@o) > @1(a) =P (@) P2(an) = 95(a,), ete.
car la fonction ga doit nécessairement étre continue.




