X.

Note sur le mémoire No. 4 du second tome du journal de M. Crelle, ayant

pour titre “remarques sur les séries infinies et lewr convergence.”

011 trouve pag. 34 dans ce mémoire le théoréme suivant pour reconnaitre si
une série est convergente ou divergente:

”Si Pon trouve que dans une série infinie le produit du 2™ terme ou du
“nme des groupes de termes qui conservent le méme signe, par n, est zéro pour
“n=—00, on peut regarder cette seule circonstance comme une marque, que la
“série est convergente; et réciproquement, la série ne peut pas étre conver-
“gente si le produit 2., n’est pas nul pour 7=0c0."

La dernitre partie de ce théoréme est trés juste, mais la premiere ne
semble pas I'étre. Par exemple la série

1 1 1 1
2log2 o+ 3log3 =+ 4logd "7 nlogn

X 5 1 L e
est divergente quoique na, = soit zéro pour n=—=co. En effet les loga-
e

rithmes hyperboliques dont il est question sont toujours moindre que leurs
nombres moins 1, ¢ est-i-dire, on a toujours log(14-2)<z. Sia>1 cela
est évident. Si 2<1 on a

log(l4-2)=a—a*(F—ia)—a*(}F—12) ...

donc aussi dans ce dernier cas log(1-)<a, puisque }—la, }—Zx sont

tous positifs. En faisant x=—:‘-, cela donne

n n

1 1 SIS £ |
Iog(i —+ }) <--ou bien log < —

ou

1 1
log(1+n)<—+ logné’__(i - e )logn:

done

log log (14-n)<log logn+log (14— ).

nlogn



112

1
nlogn nlogn

Mais puisque log(1+ )<z, on a 100(1-1— , donc en vertu de

I expression précédente,
log log (14 7)< log logn + ﬂlogﬂ
En faisant successivement n=—2, 3, 4,... on trouve

loglog3<loglog2 +

1
52’

loglog4<loglog3 - 310g3 s

loglog5<loglog4 4+ ——— 4log4’

----------------

loglog(1+4n)<loglogn

done, en prenant la somme,

1 1 1
loglog(1+2) <loglog2 +- 2log2 AT A Py ¥ e el
Mais loglog (1-47)=co pour n=—oco, donc la somme de la série proposée

1 1 1
2log 2 s 3log3 + 4logd " U n log n
quent cette série est divergente. Le théoréme énoncé dans I endroit cité est
donc en défaut dans ce cas.

est infiniment grande et par consé-

En général on peut démontrer qu’il est impossible de trouver une fonction
gn telle, qu'une série quelconque a,-+ a,-+- @, a, ...+ a,, dont nous sup-
posons tous les termes positifs, soit convergente, si gn.a, est zéro pour n=co
et divergente dans le cas contraire. C’est ce quon peut faire voir a laide
du théoréme suivant.

Si la série ay--a,++a,... -4 a,... est divergente, la suivante

P a

a a n
1 | 2 | 3 |

a Qo+ Ao+a,+ + -
0 0 1 oT@tay Gg ity «~iTh,

le sera aussi. En effet, en remarquant que les quantités «,, «,, a,,... sont
positives, on a en vertu du théoréme log(1 +2)<z, démontré ci-dessus,

100' (“’o"l‘ a, + Ay v« + an) T loa (an'i"al. + LS un'-'l)

¢ est-a-dire

log(14 -

done, en faisant successivement n=—1, 2, 3,...: e i

@,

<
[/ ‘H’l‘“’z -Hzn_l) aﬂ+a,+a.2...+an

-1
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log(a,+a,) — loga,
log(a(,—|—a1—|—a,)'—'10"(“o+“1)< aq ,,_a
loo(ao+a1+aa—|—a,)—lo (ay+a,+a) < S +a —_

log (2,4, --+ ) — 10g(@g+a,. ... 4 y) < "n :

et en prenant la somme,

log(a,+a,...+a,) —loga,< %lo- L2 ..+

a,+a, Gy +8y+e-Fay 4

@n

Mais si la série a,-4-a,+4a, ...+ a, est divergente, sa somme est infinie et
le logarithme de cette somme l'est également; donc la somme de la série

a a a e s n e
242 ...+ - est aussi infiniment grande, et cette série est
a, g+ ay Qo+a, -+, 4

par conséquent divergente, si la série @+, + . ..+ Iest. Cela posé,
supposons que @z soit une fonction de z telle, que la série a+a~ta,...4a,...
soit convergente ou divergente selon que gn.a, est zéro ou non pour 72=09.
Alors la série

1
gttt
sera divergente et la série
1 1 1
+ +
1 1 1 1 1 1
w2 o8(grhag) gt EtE

+ - :
Py E—— Lmﬁﬁ)

convergente; car dans la premiére on a a,gn=1 et dans la seconde a,gn=0

pour n=oc0. Or selon le théoreme établi plus haut, la seconde série est
nécessairement divergente, en méme temps que la premiere; done une fonction
gn telle qu’on I'a supposée n’ existe pas. En faisant gn=—mn, les deux séries
en question deviendront :
e Lt

1 1 1 1

et zitsp Tawmn T n(1+,}+%..-—li-).

qui par conséquent sont divergentes toutes deux.
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