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Sommation de la série
Yy=90)+9(1).24+9(2).2*>+¢(3) .2* 1. . . 4 g(n)2"
n étant un nombre entier positif fini ou infini, et ¢(n) une fonction algébrique
rationnelle de n.

.

La fonction () étant algébrique et rationnelle, elle est résoluble en termes

de la forme An® et ; ¥ est donc résoluble en plusieurs séries de la forme

(a+n)
=A.o«+A .1:+A 2¢. 2% 4 A 3«.x=+ A A2 et
Bz? . Bian
15 _+ (+1)f" (a+2)? Vg (+3)*s Vot ol (@)

La sommation de la série proposée est donc réduite 2 la sommation de
ces deux séries.

Considérons d'abord la quantité p. Or 4.0% étant une quantité constante
et 4 facteur de chaque terme de la série, nous poserons,

(64
_P_j;o:ﬂa, ). On a done

fle, )= 2% 22+ 3.2 4%.a* 4 . . . 4 n®. 2™
divisant par z, on a
f(c:,a‘) =14 2% 24 8%2%F ...} n% 2"
multipliant par dz et intégrant, il vient
SLED dr—at gt st 4 ot

or en comparant cette série avee la précédente, on voit que

fi%ﬂ.dxzf(u—i, 2);

différentiant et multipliant par 2, on en tire
Jdf(e-1,
f(e x)z_{_.%o;_f_),

Tome second. 6
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ou en éerivant seulement f(«), au lieu de f(«, z)

() — _T-df (1)
,(()—‘—"——d;——.

Connaissant done la valeur de f(e—1), on peut en déduire celle de f(«).
Mettant «—1 au lien de «, on aura

)('(a_i): I.d{‘.‘(:"—z) -

2
substituant cette valeur dans P'équation précédente, il vient

o) =R dullo Rl

mettant de plus «—2, «—3 ete. au lien de «, on obtient

fle—2)= -—___:'dfffi_:;) .
__ay— &.df(a—4)

flea—3)= e o haa

[(e—4)= Sidf(n=3)

.............

r@y =40
=29

Substituant ces, valeurs, on en tire
z.d(z.d(x.d(@...dz.df0)...))

fle)= u
da .
On a ainsi la fonction f(¢) déterminée par la fonction (). Or on a
fO=a+a2tattat4 ... an=22"7 ) , donc

vl - .z‘(l-—.t"‘)
FlO) = 225,08 480,07 e . e e “( ’(“ )

Ainsi on connait donc la fonction f(«), et par suite on connait de méme

la fonction p. i la suite va a Tinfini, on a f(0) = 11

d .r.d.(x..._d x._d(l_:)...))

x+42¢.2%4- 8% .a* 442t .. .= =
T

En faisant successivement «=—0, 1, 2, 3 etc., on aura
x

R e it T e

et par conséquent
T
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T
‘T'd(l——:r) x

e e ¥,
x4 2224823 4at 4. .. = = =0
x.d [.r.d (-——f—)]
o 9.3 2 my 11—z MEE -t'(l+.r) 5
x4 2% 3% 4% - = e =-i—a)
Considérons ensuitc lautre série, savoir
z2 z8 an
o) — -|— . H
i + (a 1) (a+2)“ =+ (a+3)" (a+n)*
multipliant par 2° et ensuite dlﬁ'érentiant, on aura
d[F(a) 2 z° gatl sl girei ;
aﬂ_. (a+1)(€-l (a+2)t‘t—'l (a_,‘_ﬂ)fl—l
ou bien
v Rk o IS % i g e i e )
dz a™ (a+1)<! (a+2)*" o+ (a+n “—1)

On voit par 1a que
d[F(a).a'“] — pa-1 F(a— 1);

en multlphant par dx et mtwrant, on obtient

Fla) = Jda -2 F(o-1)

I®

On peut donc déterminer F(«) par Fle—1)
Mettant maintenant «—1, «—2, ete. au lieu de «, on aura
fdz .20\, F(a-2)

F(u—l): pr
F(fx-—-Q): fd.r.x“';;F(ot-S)
Q)= fri.r..r“;:.F('l}

) e et 5

i

On peut donc déterminer F(«) par F(0), car on aura par substitution:

F(rz):;];.fd%.j% J%..f%.fﬁ.fdx.x““.ﬁ'(m,

or FO)=14a4a*+...far=1T"", done
Floy=' = d-ffr{.r r!.rj'd.r.(_r:i:xn-ya)'
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: ' Lo . 1 .
Si la série va a linfini, on a F{O):- , et par suite
—d%

Ro= L f f f fun(E)

Les quantités constantes, dues aux intégrations successives, dovient étre
des valeurs particulicres des fonctions F(0), F(1), F(2)... F(«).
Ayant ainsi déterminé les fonctions f(z) et F(«), on en tirera aisément la
somme de la série proposée
$0)+ ¢z + 9@+ ¢(3)2° + . . .+ p() 2"
Le procédé, dont on a fait usage pour frouver la somme de cette série
a Taide de la série 122+ ...+ 2", peut aussi servir 4 la détermination
de la somme de la série
2=£(0).9(0)+1(1).9(1). 24+ 9@ .2* + . . . + (). g(n) 2"
a laide de la série '
FO)+f )2+ @2+ .. .+ f()a",
ou f(n) signifie une fonction quelconque, et ¢(z) une fonction rationnelle. En
effet la série z est résoluble en plusieurs séries de la forme
A.(f()+2°.f(2).2*4 8¢.f(3).a® 4 ...+ n*.f (). %),
w A (SO, SO).x , f(2).2? S(n).am
< A'( a* T (a+1)" A @R, (a+n)“)
Si Pon pose f(0)+f(1)x-4f(2).2>+ ...+ f(n)a"=s, on trouvera pré-

cis¢ément de la méme maniére que ci-dessus

f(l)x—l—“?,“ 1(2).2*+3%.£(3).2*+ ...} n*.f(n) . & —2:dGdx: d(.r d("r 25)---)))
fat f(2) e J(») = 1 'd*’" fd’ fdx’ fttx"za—l

O 4 SO

(a+1)¢ (a+2)" (a+n)*
- ey 3 x-l
Smt o _1+I+T+ §T§+ 7 i
on aura .

1 T 12 1= B 1 Sk
: a+l t 2 a+2 |23‘a+3 ik imat fdz'm i
" (ﬂ D (e 1)(fz 2) _ (a- 1)(0—2)(6'3)
_T( i G, )+_

e — e —




