iX.

Sur une propriété remarquable d’une classe tres étendue de fonctions
transcendantes.

Soit y une fonction de 2, déterminée par V'équation
dy
—= ¢ PR
sy + dzr 2
s et ¢ étant deux fonetions entieres de a.

Soit de méme

Srydz = tey,
on aura en différentiant

== \D. T+t ——) —|—-'vt

dy
or f.-——2. —— sy, done
dx ¥
dt dv
7 :?}(—d‘? fe— S)+t- Zl'-
Cela posé, soit » — 1 ~, On aura
r—a !
dt
SR i
= (r—a)?
e s G
ou Pt —a)?

en faisant I—ga et s=—fx.
Or on voit sans peine que

9':-)"1:?'0'.)"“ +g¢"a— fla ﬂ“{-ﬁf (x—a)+ (pwa f‘”a (r—a)* +.
r—a

Tr—a

or  _. ¢a om0 q>’”a A
(-T-——ﬂ)gﬁ(&'—'ﬂ)” + . ' a)+2 CTN 4(1‘ ﬂ) +“'
done on aura

). P el 2l

(r—a)? r—a
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d’ou lon tire en multipliant par yde, et intégrant

* yd. S
vly— — ga ‘j(?y__‘f;)-; —fa .fffa + [ Rydx.

ydx

Ir—a

, on aura en différentiant

&=/

dz :
oly=—@8. - — fa.z+[Rydzx.

Soit z=g¢p, on aura en substituant

fBde—th__.qa P -—-}—rpa q. -——]—pq fa

Cela posé, soit =

done en substituant

Soeit “,{ Y | fa.q=0, on aura
q=—wa en faisant y—yx
et fRydx— Lq"—x—:rpa.ipa. i
r—a da
done P =J. G i - ) TR Ay i il ot
Qa.Ya Ja.ga I—a
done
1 *Yr.dr da __/' Rz
ba J r—a e (a—z)ba.ga gu.ba rde - s ()
ou I'on a ;

SBRT, b v 1o — L7 a)(x— 1 SR i
B=lg¢"a—['a+ Go"e— 3" a)-—]—(ﬁ p"a ﬁf”’m)(.r ay?--..
Le second membre de I'équation (1) peut, comme on le voit, toujours étre
développé en plusieurs termes de Ja forme:
A *am. da

= ey f':;" ya . de.
En faisint  @r = ¢, @4 ¢,2* 4 ag2® - .
et fx=ﬁ+ﬁlw+ﬁzx2+ ﬁsxs + =
il est facile de trouver
A= (1) tmpats — Botnia’
donce on aura la formule générale:

1 *Ya.d. da co a™d -
$a f—if_w pr W—" ((n+2)“-+u+z_ﬁm+u+1)‘/.a‘;‘ j:"" yrdz.(2)

1l faut remarquer que les intégrales par rapport a x doivent étre faites

depuis une valeur de  qui réduit 4 zéro la fonction ya. ¢, et celles par rapport

4 : - - r - 1 L4 . 1
A « depuis une valeur de cette variable qui réduit a z¢ro la fonction T
a
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La fonction y—vax étant déterminée par Péquation

Y- fx-l-rpw =0,
il est clair qu'on a
fx
I—‘.dx
y=—e€ § :
donc y est de la forme
er

Y =

(z—=3)m.(z—d, )™ ...
m, my, ete. étant des nombres positifs moindre que I'unité. p est une fonction
rationnelle, qui s’évanouit lorsque tous les facteurs de g2 sont inégaux et en
méme temps le degré de fo est moindre que celui de ga.

Supposons maintenant qu'on prenne les intégrales entre deux limites de 2
qui rendent égale a zéro la fonction gz .vwa, on aura

.dx f -
!ﬁx = vaZ((n4-1). oy — (S’M,,+t)fx" wa.dx -/‘q;a :;; .. (9)
Si I'on donne de méme 4 « une telle valeur que —‘;—a- devient égal a zéro
on aura: ‘
" .
0= (1 Dotmpmta — Pt fomymde. f2000 )

Il y a un cas remarquable quil est important de considérer i part, savoir
celui oul

1
st Px.px;
on a alors Yr—=y— _1_
vV (92)
dy ‘T
done i O, Wl I
dx ' [v (e2)]®

L'équation y.fx 4 gz. % = 0 devient done
L¢

done . fr=ilo¢x
et fm=5 (4 1)ty

L’équation (2) devient donc dans ce cas:

" da * da P andx a™da
Voo f o TV U = T T VoD ®

Pour vérifier cette formule dans un cas particulier, soit pr=1—2?
on aura =1, «,=—0, ¢,——1,
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2 dx o L da -
Vi~ Seavam VS amrmm =2
ce qui est vrai, car on a

| f o o o B . (a.r 1+v/(1—a?). 1/(1-42))

(c-a)y/(1-32)  2y/(1-a2) ar—1—y/(1—a?).y/(1—a22)
‘/' da = 1 log (:u'—l + v/ (1—a?). -./(l—:rﬁ))

(e-2) v/ (1-a2)  2y/(1-22) ar—1—y/(1—a?).y/(1—a2)

Si P'on fait pr=—(1—2?(1—¢%22), on a
a1, ,—0, a2=-—(1—|-c“), a;=—0, ¢,=c?* donc

V(1 — &)1 —c%?) f o ((w-?) e V((l—x’)(l—cz.z’)) _/' -

- f x2dr 7 da /' f aZda
SV -] S Ve ca?)] S Y -&‘2)(1*0*-1“‘2)3 V[(1-a®)(1-c*a?)] °
Cette formule contient implicitement les propriétés remarquables des fonc-

tions elliptiques que M. Legendre a données dans ses Ex. de cale. int. T. 1.
p. 134 et sq.

2)v/ [(1- ﬂ*)(l-c’a”)]

Tome second. S



