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NOTE SUR UN MEMOIRE DE M. L. OLI VIER, AYANT POUR TITRE "REMAR-
QUES SUR LES SERIES INFINIES ET LEUR CONVERGENCE.”

Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, herausgegeben von Cyelle, Bd. 3, Berlin 1828,

On trouve p. 34 de ce mémoire le théoréme suivant pour reconmaitre
si une série est convergente ou divergente:

”Si Ton trouve que dans une série infinie le produit du #*" terme, on
"du n®™ des groupes de termes qui conservent le méme signe, par n, est
"zéro pour m=—co, on peut regarder cette seule circonstance comme une
“marque, que la série est convergente; et réciproquement, la série ne peut
"pas étre convergente si le produit n.a, n'est pas nul pour n=cc.”

La derniere partie de ce théordme est trds juste, mais la premidre ne
semble pas V'étre. Par exemple la série

1 1 1 1
logs 1 Slogs talogd T " Talegn T
. ; 1 : ! - .
est divergente, quoique B S len soit zéro pour m=—co. En effet les

logarithmes hyperboliques, dont il est question, sont toujours moindres que
leurs nombres moins 1, c'est-d-dire, qu'on a toujours log (1 +42) <z. Si
z>1 cela est évident. Si <1 on a

log (14 #) =2 — " (1 — §a) — 2 (1 —42) — - -
done aussi dans ce dernier cas log(l-z) <z, puisque § — 4z, } —ix

i r o 1
. sont tous positifs. En faisant T=—: cela donne
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"

10g(1—|— ]<— ou bien log _l:"<—'9
ou

log (1) <= —I—log'n_ [1+nlogn)

done

log 10;’;’ (I -l—’n) < log log ?3+10g ( 1 + nl(ljgﬂ ] :

» done, en vertu

Mais puisque log (1) <, on a. log ( 14 nlogn) < nlogn

de lexpression précédente,

log log (1 -}-7) < log log n - logn

En faisant successivement n—2, 3, 4, . . ., on trouve
log log 3 < log log 2 —|—3—1-01§§,
log log 4 < log log 3 4 —3-13(;3-- ;

log log 5 <10glog4—\—74—%g—4,

-----------------

log log (1 +n) < log log n - ?_z_ltlz;g—ﬂ :

done, en prenant la somme,

log log (1 +-n) < log log2 +- 2 l:)g?. _l_d log 3 +4 log 4 1R 2 n log}i. §
Mais log log (1 +n)=cc pour n=co, donc la somme de la série proposée

2 l:gQ N 3 Icl:g:i +4 lig4 o s " ljgu -} - - . est infiniment grande, et par
conséquent cette série est divergente. Le théoréme énoncé dans Dendroit
cité est donc en défaut dans ce cas.

En général on peut démontrer qu’il est impossible de trouver une fone-
tion ¢n telle qu'une série quelconque a,+-a, 4 a,+ay~+ - - 4-a,+ - - -»
dont nous supposons tous les termes positifs, soit convergente si ¢n.a, est
zéro pour n=—co, et divergente dans le cas contraire. Clest ce qu'on peut

faire voir & U'aide du théordme suivant:

Si la série ay+a,-+a,+ -+ - 4@, - - - est divergente, la suivante
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+a —|—a +d°+(t1+(tg+ . +uu—{—a1-}—----|—ﬂ.,,_1+

le sera aussi.

En effet, en remarquant que les quantités a@,, a,, a,, ... sont positives,
on a en vertu du théordme log (1) <z, démontré ci-dessus,

log (“o+a1+“s+ « »+4-a,) —log (ot ar+as— - - - +a,4),

¢’est-A-dire

i + s ] < iy 1
G, a a4 -y a,t+a f a4 an g
done, en faisant successivement n—1, 2, 3, . . .,

log (@, -+ a,) —loga, < % )

o

log (@, a, -+ a,) — log (a,4-a,) < u_?F?r: 3

log (ay+ a;, + as + as) — log (a,+a, 4 a,) < a. :|-::+ag,

--------------------------------

iy
log (t0ay+ -+ @) —log (@ - - +a,) < gt

et en prenant la somme,
: ) i
log (ds .+ +a) —logan < T oo+ - o

Mais si la série ag-}a,+ay+ -+ +a,-+ - - - est divergente, sa somme
est infinie, et le logarithme de cette somme l'est également; donc la somme

A a a, b WA e
de la série ;i—l— s —Is—“, + -4 Pt T g ... est aussi infini-
ment grande, et cette série est par conséquent divergente, si la série a,--a,
+a—+---+a,+ - lest. Cela posé, supposons que ¢r soit une fonc-
tion de n, telle que la série a,+a,+ a4 -+ . 4 a,- - -+ soit convergente
ou divergente selon que ¢n.a, est zéro ou non pour n=co. Alors la série

1 1 1 1 1
¢(1)+m(2)+¢(3)+¢-(4) R

sera divergente, et la série

51
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1 1 1
+ + +oe
? 1 1 1 1 1 1
9@+ IOGetm) @ Gotetm)
1
__|_.
1 1 1 1

»(owtsmtsmt +e=n)

convergente; car dans la premiére on a a,gprn—1 et dans la seconde
a,gn=>0 pour n=coc. Or, selon le théordme établi plus haut, la seconde
série est nécessairement divergente en méme temps que la premidre; done
une fonction ¢n telle qu'on I'a supposée n’existe pas. En faisant ¢n—n,
les deux séries en question deviendront

L d4d+ ot

et

R

n—1

1 1 1 I
ﬂ+3(1+%)+4(1+%+1&)+”'+,,( )+

qui par conséquent sont divergentes toutes deux.




